Chapitre 3

Résolution numérique des équations
non linéaires

On cherche, souvent, a résoudre un systéme d’équations non-linéaires de la forme :
F(X)=0ou F:R" - R", c’est a dire on cherche a determiner les X* € R" vérifiant
F(X*)=0

3.1 Résolution d’une équation non linéaire a une
inconnu

On veut résoudre une équation de la forme f(z) =0 ou f : [a,b] - R non linéaire
cad trouve z* telle que f(x*) =0 (si f est linéaire on a évidemment z* = 0). Le
probléme se pose quand f a une forme analytique compliquée de telle sorte que
I'obtention de x* avec des méthodes directes n’est pas évidente.

Exemple
fi(x) =e* +cos(x) fo(x) = tan(z3) + 222
Ce pendant, il existe des méthodes numériques itératives permettent d’approcher z*
avec une suite de réel (z(),ay telle que

lim 2™ =2* et f(2*)=0

n—+00
Dans ce chapitre on va donner quelques méthodes de construction de ces suites en
partant d’'une valeur initiale 2(?) et suivant I’algorithme général :

Algorithme 14 Algorithme général d’une méthode itérative pour résoudre f(z) =0

Entrée: (9, I formule de récurrence
Sortie: z*
n <0
Tanque (condition d’arret n’est pas valide) Faire
n<n+l
Fin Tanque
Tt x(n)
« La solution est z* et quitter le programme »
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Remarque Les méthodes numériques de résolution des équations non linéaires sont
pour la majorité a convergence locale (converge si l'estimé initial z(9) est choisi
proche de la racine de f)

3.1.1 Localisation de z(®)

Le choix du point de départ 2(?) joue un role important dans la convergence de
la méthode itérative en question sur tout si sa convergence est locale. Pour cela il
faut choisir soigneusement (9. Parmi les techniques d’initialisation on peut citer :

O Méthode graphique.

0 Tableau de variation.

0 Connaissance & priori sur 'ordre de grandeur de l'inconnu x*

3.1.2 Meéthode de dichotomie (ou de la bissection)

Théoréme 3.1 Théoréme des valeurs intérimaires
Soit f:[a,b] > R une fonction continue si f(a)f(b) <0 (0¢€ f([a,b]) alors il existe
aw moins un point c € [a,b] telle que f(c) =0

Cette méthode est utilisée pour trouver un encadrement grossiére de la racine d'une
fonction. Son principe est simple, on suppose que f : [a,b] - R est continue et
qu’elle change de signe cad elle passe par zero au moins une fois 0 € f([a,b]).
D’aprés la théoréme précédente il existe au moins un point ¢ € [a,b] ou f s’annule.
On commence par prendre ¢ = “T”’ si f(c)=0onax* =c, sinon il y a deux cas qui se
présentent. La premiere, si f(a)f(c) <0 cad z* € [a,c], on pose a =a et b=c et on
recommence. La deuxiéme possibilité (f(a)f(c) > 0) on obtient f2(a)f(c)f(b) <0
comme f2(a) >0 ca donne que f(c)f(b) <0 et x* € [c,b] on pose a=cet b=>bet on

recominence.

Exercice. 3.1 Ecrire Ualgorithme de dichotomie

Supposons qu’on localiser un intervalle [a,b] ou f s’annule au maximum une fois,
L’algorithme de dichotomie est le suivant :
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Algorithme 15 Algorithme de dichotomie (ou de la bissection)
Entrée: a,b
Sortie: z*
n<0; a, < a; b, < b
Si (f(a,)==0) Alors
« la solution est z* = a,, et quitter le programme »
Sinon
Si (f(b,) ==0) Alors
« la solution est z* = b, et quitter le programme »
Sinon
Si (f(an)f(b,)>0) Alors
« pas de solution et quitter le programme »
Sinon
Tanque (Condition d’arret n’est pas valide) Faire

an+bn
2

Cn <
Si (f(cn)==0) Alors
« la solution est z* = ¢, et quitter le programme »
Sinon
Si (f(an)f(cn)<0) Alors
Ap+1 < Qn; b1 < Cp
Sinon
bni1 < bn} Gpa1 <
Fin Si
Fin Si
n<n+l
Fin Tanque
Fin Si
Fin Si
Fin Si
« la solution est x* = % et quitter le programme »

L’algorithme produit une suite (a,, b,). si on définie &, = |a,, —b,| avec g = |ag—bo|

on obtient e
Vn >0, epg = — = —

n y En+l 2 on

Donc pour localiser * dans un intervalle de longueur € = 1(+K il faut 1(+K =2 =>2"=

g0l0K = nlog2 = Klog10 +logeg

n = K log, 10 + log, €( itérations

Exercice. 3.2 Soit f(x) =e® +x définie sur I =[-1,1]
1. Verifier que f admet au moins une solution sur I =[-1,1]
2. Combien d’itérations pour trouver un encadrement de x* de ¢ = 1073

3. Exécuter deux itérations de l'algorithme de la bissection
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3.1.3 Meéthode de la point fixe

Rappel Soit E un espace vectoriel, une application d: E' - R, est dite distance si
et seulement si : pour tous x,y et z des vecteurs de F on a :

0 d(z,y) = d(y, z) symétrie

0 d(z,y)=0ez=y

g d(z,y) <d(z,z) +d(z,y)

Rappel Soit E est un espace métrique (muni d’une distance d), et f: E - E une
fonction. f est dite lipschitzienne de rapport k € R, si pour tout (z,y) € Ex E

d(f(x), f(y)) < k.d(z,y)

si ke [0,1] f est dite contractante (k €]0,1[ strictement contractante). On rappelle
que les fonctions lipschitziennes sont toujours continues.

Théoréme 3.2 Point fixe
Soit E est un espace métrique complet. et f : E - E une fonction strictement
contractante alors il existe un point unique x* € E telle que

fla")=="
De plus pour tout point initial (O la suite défini par :
VneN, ) = f(z(™)
converge vers x*

unicité : Supposons qu’il existe deux points a et b, a # b telle que f(a) = aet f(b) =b
comme [ est contractante (k < 1) d(f(a), f(b)) = d(a,b) donc W =1>kce
qui est contradictoire.

existence : soit z(?) € F un point quelconque et (z(™),y une suite définie par
(D) = f(z(M). Soit p et ¢ deux entiers telle que ¢ > p On a

< kd[2@ D, 20D ] 1 d[z@D O]
< kq‘ld[x(l), x(O)] ¥ d[x(q‘l), x(O)]

1
Done d[z@, (0] qZkz 2, 201 d[xu),x(m]ll‘ ke

et par suite

2d[z(M) 2(0)]

Alx(@D (P17 <
[x 7I ]— 1_]{;

ce qui éprouve que (z(™),y est une suite de Cauchy donc convergente et comme E
est complet dans elle converge dans F, f est continue

Jim f(2) = £ lim 2®) = f(2*) = 2"
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Le probléme f(x) = 0 peut s’écrire sous forme d’une autre probléme équivalente par
exemple si on pose f(x) = g(z) — x avec g une fonction bien choisie alors résoudre
f(x) =0 revient a résoudre g(z) = x cad trouver le point fixe de g par I’algorithme
suivant :

Algorithme 16 Résolution de f(x) =0 par la méthode de point fixe
Entrée: g, 29
Sortie: z*
Tanque (Condition d’arrét n’est pas valide) Faire
p(n+l) g(x(”)
n<n+l
Fin Tanque
« la solution est z* = (") et quitter le programme »

Exercice. 3.3 Soit a € R}, proposer des fonctions g; pour résoudre x> = a en
utilisant la méthode de point fixe.

On peut choisir g1 = 2, go(x) =22 - 2 et gs(x) = 5 + 5=
Théoréme 3.3 Soit f: [a,b] - [a,b] contindment derivable et supposons que
V zela,b], |g(z)| < K<1

alors la fonction g admet un point fize v* € [a,b] et la suite défini (x(),ax par
(1) = g(x(™) converge vers x* pour tout z:()

Exercice. 3.4 Reprenons 'exercice précédent (3.3), sur un voisinage un voisinage
de racine de a quelle est la fonction (g1, 92, g3) qu’on doit utiliser pour résoudre
¥ =a

Remarque Pour que 'algorithme de recherche de point fixe converge il suffit que
sur un intervalle [a,b], la fonction ¢’ soit borne par une quantité K inférieure a 1.
Cette condition est suffisante mais non-nécessaire.

La transformation f(x) = 0 en un probléme équivalant g(x) = x est toujours
possible et celui ci avec une infinite de possibilité. Il est toujours souhaitable de bien
choisir celle pour la quelle I'algorithme converge

3.1.4 Meéthode de Newton

Soit f une fonction de classe C'! au voisinage d’un point x(™ donnée donc peut
rapprocher la courbe de f par ’equation de la tangente a ce point

f@® +h) = @)+ hf'(«™)

si on pose (1) = () 4 b (1) le point ou la fonction f s’annule (intersection avec
'axe de abscisse) alors on trouve h = - f(z(™)/f'(z(™) | partant de (9 on défini la
suite (x(™),ax

n+l _ " — f(xn)
A e (3.1)
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Algorithme 17 Algorithme de Newton
Entrée: 2, f
Sortie: z(*)
n <0
Tanque (Condition d’arrét n’est valide) Faire
Si (f'(z(™)%0) Alors

n ny _ f&™)
p(n+l)  p(n) D))

n<n+l
Sinon
« pas de solution et quitter le programme »
Fin Si
Fin Tanque

3.1.5 Meéthode de la sécante

Dans la méthode de Newton on suppose que f est derivable et que le calcul de
/() est possible. Pour cela nous utilisons une approximation de sa dérive au

point x(") :

xn — l.nfl

f'(am) =

ce qui nécessite la connaissance de z(") et z("~1) pour démarre I'algorithme cette
fois il faut savoir (9 et (1)

Algorithme 18 Algorithme de la sécante
Entrée: 20 ()
Sortie: z(*)
n<«1
Tanque (Condition d’arrét n’est valide) Faire
Si (f(a™) - f(a1)+0) Alors

n n) _ fE™) (@ —a(n))
;(;( +1) <« ;(;( ) f(z<”>)—f(z<”—1))

n<n+l
Sinon
« pas de solution et quitter le programme »
Fin Si
Fin Tanque

3.1.6 Meéthode de la corde

Cette méthode est obtenue en remplacent f/(z(™) par une constante ¢ et la
formule de récurrence sera
™t =g - _f(:c”) (3.3)
q
i oy — _ f(0)-f(a)
On peut choisir ¢ = f'(z(9) ou ¢ = £~
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3.2 Résolution des systémes d’équations non linéaires

Le but de cette section est de trouver un vecteur z € R»
x1

X2

Tn

qui vérifie pour tout ¢ de 1 a n, fi(x) = fi(x1,22,...,2,) =0, avec les f; : R» - R
et telle que il existe au moins une fonction f; non linéaire. On dit que le systéme
a résoudre c’est un systéme de n équations non-linéaires & n inconnus, on note par
(€) ce systeme :

fi(x) = filz1,29,...,2,) =0

fo(x) = fozy, 29, ..., 2,) =0

fn(x) = fn('xthu--wxn) =0

fi
f2
Si on défini une fonction FF 2| . |:R®» > R” par:
Jn
fi(z)
fa(z)
VreR", F(z)=

Alors résoudre (€) c’est trouve le vecteur = € R™ telle que F'(z) = Ogn

3.2.1 Meéthode de Newton-Raphson

Un développement limité a l'ordre 1 de la fonction F' au voisinage de x =t
(z1,...,x,)
F(x+h)=F(x)+DF(z)h
avec h =t (hy,...,h,) e R et

9h  Ofr of
ox1 Ores " Oxn
Ofa  Of2 of2
oz dxg "7 Ozn . .
DF = ) o ) : Matrice Jacobienne de F
Ofn  Ofn Ofn
ox1 Oxo e Oxn

Supposons que z+h est le point de R" ou la fonction F’ s’annule c.a.d F'(z) = 6)]1{,1
[DF(x)]! existe alors on obtient

h=-[DF(z)]*.F(x)
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3.2.2 Variantes de la méthode Newton-Raphson

L’inconvénient majeur de la méthode Newton Raphson est d’avoir calculer &
chaque itération la matrice Jacobienne de F au point z(*) : qui contient n? coef-
ficients, ensuite le calcul de son inverse. ce qui augmente la complexité de cette
méthode. Pour surmonter ce probléme plusieurs variantes de la méthode de Newton
existent :

3.2.2.1 Newton-Raphson par différence fini

Cette méthode consiste a approximer la derivée partille de f; par rapport la
j-lemme composante (i =1,..n; j=1,..n) par :

afz _ fi(xla'axj+ha'>xn)_fi(xla'axja'axn)
D, (z1,.2,) = -

Ot h est un réel fixé suffisamment petit

3.2.2.2 Newton-Raphson simplifié

C’est une méthode qui consiste & conserver la matrice jacobienne de F' constante
pendant un certain nombre d’itérations.

Exemple Supposons qu’on va exécuter N = p.K itérations de I'algorithme de New-
ton Raphson, Pour k = 0, p,2p,3p, ..., K — 1 on calcule DF(z(®)) et on prend ensuite
DF(2®) = DF(20+1)) = DF(2042)) = . = DF(2(+0-1))

3.2.2.3 Newton-Raphson a itération linéaire

Ce sont les méthodes ol on résout a chaque itération k de ’algorithme de Newton-
Raphson un systéme linéaire obtenu a partir du développement limité F'(x* + h) =
F(z®)+ DF(x®)h :

(EX): =DF(z®)h = F(z®)

le résultat d’un algorithme itérative ( vu dans le chapitre précédent) tel que : Jacobi,
Gauss-Seidel,.. aprés « r» itérations sera considére comme la solution exacte du
systéme (EF) qu’on I'appelle h(®). 2(k+1) sera donnée par :

L k=1) Z () (k)
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